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Esperanza Condicional

Introducción

El concepto de Esperanza Condicional es básico en la Teoría de la Probabilidad Moderna. Su
de�nición fue formulada por Kolmogorov en su libro de 1933 (Foundations of the Theory of
Probability), en el cual estableció la formulación de la Teoría de la Probabilidad que prevalece
hasta nuestros días. Como veremos más adelante, la de�nición de la esperanza condicional
está basada en el teorema de Radon Nikodym, publicado en el año 1930. Ese teorema fue la
conclusión de la investigación que inició Lebesgue acerca de la condición para que una función
sea una integral inde�nida, la cual consiste en que esa función tiene que ser absolutamente
continua. Radon continuó esa investigación y estableció el ahora llamado teorema de Radon-
Nikodym para el caso de medidas en Rn. El resultado de Nikodym fue mucho más general
ya que lo formuló habiéndose desarrollado ya una teoría general de la medida. Únicamente
pasaron 3 años para que Kolmogorov hiciera ver la importancia del resultado de Nikodym
en la teoría de la probabilidad.

Ahora el concepto de esperanza condicional es una de las principales bases para el estudio e
incluso la de�nición misma de los procesos estocásticos, ya que precisamente se constituyó
en la herramienta central para tratar con variables aleatorias dependientes.

Antes de la formulación moderna de la Teoría de la Probabilidad se trataba ya con distribu-
ciones condicionales, aunque únicamente se hacía para el caso de variables aleatorias que
admiten una función de densidad.

En la formulación moderna, el concepto central no es el de distribución condicional sino el de
esperanza condicional. Se trata, por ejemplo, de de�nir E [X j Y ], donde X y Y son variables
aleatorias; o, un poco más general, E [X j Y1; Y2; : : : ; Yn], donde Y1; Y2; : : : ; Yn son variables
aleatorias.

Para entender mejor la idea de la esperanza condicional es conveniente tener en mente la
de�nición de �-álgebra generada por una familia de funciones.
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De�nición 1 (� álgebra generada por una familia de funciones). Sea (E;E) un
espacio medible y F un conjunto cualquiera. Dada una colección de funciones:

H = ff : F! (E;E) :  2 �g

donde � es un conjunto de índices cualquiera, se de�ne la �-álgebra generada por H como
la más pequeña �-álgebra de subconjuntos de F tal que toda función f 2 H es medible.
Denotaremos a esta �-álgebra por por � (H) o por � (ff :  2 �g).

Obsérvese que si f : F! (E;E) es cualquier función, la familia de conjuntos ff�1 (B) : B 2 Eg
es una �-álgebra de subconjuntos de F. Sin embargo, si ff : F! (E;E) :  2 �g es una colec-
ción de funciones, la familia de conjuntos

�
f�1 (B) :  2 � y B 2 E

	
no es, en general, una

�-álgebra, pero la �-álgebra generada por esa familia de conjuntos es la �-álgebra generada
por la familia de funciones ff : F! (E;E) :  2 �g.

Por otra parte, si f1; f2; : : : ; fn son funciones de F en (R;B (R)) y de�nimos f : F!
�
R;B

�
Rn
��

mediante la relación:

f (x) = (f1 (x) ; f2 (x) ; : : : ; fn (x))

sabemos que si = es una �-álgebra de subconjuntos de F, entonces f es =-medible si y sólo
si fk es =-medible para cualquier k 2 f1; 2; : : : ; ng. Por lo tanto:�

f�1 (B) : B 2 B
�
Rn
�	
= � (f) = � (ff1; f2; : : : ; fng)

Proposición 1. Sean Y1; : : : ; Yn n variables aleatorias con valores en R y Z : 
 7! R una
función � (Y1; : : : ; Yn)-medible. Entonces, existe una función boreliana h : R

n 7! R tal que
Z = h (Y1; : : : ; Yn).

Demostración

Si Z = IE, donde E 2 � (Y1; : : : ; Yn), entonces existe un boreliano B � Rn tal que Z =
IB (Y1; : : : ; Yn). Por lo tanto, se tiene el resultado para el caso de una función simple Z
� (Y1; : : : ; Yn)-medible.

Si Z es una variable aleatoria no negativa, sea (Zn)n2N una sucesión no decreciente de
funciones simples no negativas tales que Z = l��mn 1 Zn y, para cada n 2 N, sea hn : R

n 7! R
una función boreliana no negativa tal que Zn = hn (Y1; : : : ; Yn).

Sea D =
�
x 2 Rn : l��mn 1 hn (x) existe

	
. Entonces D es un conjunto boreliano de Rn y

contiene a la imagen de 
 bajo la función (Y1; : : : ; Yn). De�namos la función h : R
n 7! R de

la siguiente manera:
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h (x) =

�
l��mn 1 hn (x) si x 2 D
0 en otro caso

h es entonces una función boreliana y Z = h (Y1; : : : ; Yn).

Corolario 1. Sean Y1; : : : ; Yn n variables aleatorias con valores en R y Z : 
 7! R una
función � (Y1; : : : ; Yn)-medible. Entonces, existe una función boreliana h : Rn 7! R tal que
Z = h (Y1; : : : ; Yn).

Si Y1; Y2; : : : ; Yn son variables aleatorias, E [X j Y1; Y2; : : : ; Yn] expresa la esperanza de X
dado que son conocidos los valores de Y1; Y2; : : : ; Yn. Planteado de esta forma, con una buena
de�nición, se esperaría que E [X j Y1; Y2; : : : ; Yn] sea una función de las variables aleatorias
Y1; Y2; : : : ; Yn; es decir: E [X j Y1; Y2; : : : ; Yn] = h (Y1; Y2; : : : ; Yn), donde h es una función me-
dible deRn enR. Obsérvese que, en particular,E [X j Y1; Y2; : : : ; Yn] sería una variable aleato-
ria medible con respecto a la �-álgebra generada por las variables aleatorias Y1; Y2; : : : ; Yn.
Inicialmente, X es sólo medible con respecto a la �-álgebra = del espacio de probabilidad
en el que estemos trabajando. Veremos en la exposición que sigue que esta nueva variable
aleatoria es una especie de proyección de X sobre la �-álgebra � (Y1; Y2; : : : ; Yn), la cual,
en general, es más pequeña que la �-álgebra original =. Es una variable aleatoria que, en
promedio, se comporta como la variable aleatoria original.

Para el estudio de los procesos estocásticos, en los cuales interviene una in�nidad de variables
aleatorias, no es su�ciente contar con una de�nición de la esperanza de una variable aleatoria
X dado que son conocidos los valores de un número �nito de variables aleatorias que no son
independientes de X; se requiere poder hacerlo también para el caso de una in�nidad de
variables aleatorias.

Como ejemplo, consideremos una familia de variables aleatorias (Xu)u2[0;1), todas ellas
de�nidas en el mismo espacio de probabilidad (
;=; P ). Un problema común consiste en
el siguiente:

Dados s; t 2 [0;1), con s < t, si se conocen los valores de Xu para cualquier u 2 [0; s], ¿qué
se puede decir acerca de Xt? Una respuesta a esta pregunta la da el concepto de esperanza
condicional ya que se puede de�nir E

h
Xt j (Xu)u2[0;s]

i
.

Como veremos más adelante, el resultado que permite de�nir una esperanza condicional de
este tipo es el teorema de Radon-Nikodym, el cual trata con medidas (de�nidas sobre �-

álgebras); de manera que la de�nición de la esperanza condicional E
h
Xt j (Xu)u2[0;s]

i
se da

considerando la �-álgebra generada por la familia de variables aleatorias fXu : u 2 [0; s]g.
Denotando por =s a esa �-algebra, lo que se de�ne es la esperanza condicional E [Xt j =s].
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De�nición de la esperanza condicional

De�nición 2. Sean � y � dos medidas de�nidas sobre el mismo espacio medible (E; E). Se
dice que � es absolutamente continua con respecto a �, lo cual será denotado por � � �, si
�(E) = 0 para cualquier conjunto medible E tal que �(E) = 0.

Teorema 1 (Radon-Nikodym). Sean � y � dos medidas de�nidas sobre el mismo espacio
medible (E; E). Supongamos que � es �nita y que � es absolutamente continua con respecto a
�, entonces existe una función medible no negativa f tal que �(E) =

R
E
fd� para cualquier

conjunto medible E.

Teorema 2 (Existencia de la esperanza condicional). Sea X una variable aleatoria
de esperanza �nita y G una sub �-álgebra de F , existe entonces una variable aleatoria Z,
medible con respecto a G, de esperanza �nita y tal que

R
B
ZdP =

R
B
XdP para cualquier

conjunto B 2 G. Además, si Y es otra variable aleatoria con las mismas propiedades que Z,
entonces P [Y = Z] = 1.

Demostración

Sean X+ y X� la parte positiva y negativa, respectivamente, de X. De�namos entonces
las medidas Q+ : G !R y Q� : G !R mediante las relaciones Q+(B) =

R
B
X+dP y

Q�(B) =
R
B
X�dP; respectivamente. Q+ y Q� son absolutamente continuas con respec-

to a P (restringida a G), de manera que, por el teorema de Radon-Nikodym, existen dos
funciones no negativas Z+ : 
! R y Z� : 
! R, G-medibles, tales que, Q+(B) =

R
B
Z+dP

y Q�(B) =
R
B
Z�dP para cualquier B 2 G. En particular, tanto Z+ como Z� tienen espe-

ranza �nita. Así que Z = Z+ � Z� satisface las condiciones del teorema.

Por otra parte, si Y es otra variable aleatoria con las mismas propiedades que Z, entoncesR
B
Y dP =

R
B
ZdP para cualquier evento B 2 G, así que P [Y = Z] = 1.

Obsérvese que la propiedad
R
B
ZdP =

R
B
XdP para cualquier conjunto B 2 G, se puede

escribir en la forma siguiente: E [IBZ] = E [IBX] para cualquier conjunto B 2 G

De�nición 3. Sea X es una variable aleatoria de esperanza �nita y G una sub �-álgebra
de F . Se dice que Z es una versión de la esperanza condicional de X con respecto a
G y se escribe E [X j G] = Z c.s. si Z una variable aleatoria medible con respecto a G, de
esperanza �nita y tal que

R
B
ZdP =

R
B
XdP para cualquier evento B 2 G.
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De�nición 4. Sea X una variable aleatoria de esperanza �nita y Y1; Y2; : : : ; Yn n variables
aleatorias cualesquiera. Se de�ne

E [X j Y1; Y2; : : : ; Yn] = E [X j �(Y1; Y2; : : : ; Yn)]

A un nivel elemental se de�ne la esperanza condicional, E [X j Y ], de una variable aleato-
ria X, dado que se conoce el valor de otra variable aleatoria Y , únicamente en el caso en
el que existe una función de densidad conjunta, de�niendo primero una función de densi-
dad condicional. Por ejemplo, en el caso aboslutamente continuo, se de�ne la función x 7!
fXjY (x j y) de la siguiente manera:

fXjY (x j y) =

8><>:
fX;Y (x;y)

fY (y)
si fY (y) > 0

fX(x) en otro caso

Para cualquier y 2 R, la función x 7! fXjY (x j y) es una función de densidad.

En efecto, la función x 7! fXjY (x j y) es no negativa y se tiene:

R1
�1 fXjY (x j y)dx =

8><>:
1

fY (y)

R1
�1 fX;Y (x; y)dx si fY (y) > 0R1

�1 fX(x)dx en otro caso

=

8><>:
1

fY (y)
fY (y) si fY (y) > 0R1

�1 fX(x)dx en otro caso

= 1

Entonces se de�ne:

E [X j Y = y] =
R1
�1 xfXjY (x j y)dx
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Ejemplo 1. Supongamos que un cierto evento ocurre consecutivamente en los tiempos aleato-
rios X y Y de tal manera que X y Y � X son variables aleatorias independientes, ambas
con distribución exponencial de parámetro �.

Considerando la transformación u = x, v = y � x, se tiene:

fX;Y (x; y) = fU;V (x; y � x) = fU (x) fV (y � x)

=

8><>: �e��x�e��(y�x) si 0 < x < y

0 en otro caso.
=

8><>: �2e��y si 0 < x < y

0 en otro caso.

Vamos a encontrar E [Y j X].

Se tiene:

fY jX(y j x) = fX;Y (x;y)

fX(x)
=

8><>:
�2e��y

�e��x si 0 < x < y

0 en otro caso

=

8><>: �e��(y�x) si 0 < x < y

0 en otro caso

Por lo tanto:

E [Y j X = x] =

8><>:
R1
x
�ye��(y�x)dy si x > 0

0 en otro caso

Considerando el cambio de variable z = y � x en la integral anterior, obtenemos:

E [Y j X = x] =

8><>:
R1
0
� (x+ z) e��zdz si x > 0

0 en otro caso

=

8><>: x
R1
0
�e��zdz +

R1
0
�ze��zdz si x > 0

0 en otro caso
=

8><>: x+ 1
�
si x > 0

0 en otro caso

Así que, Z = E [Y j X] = X + 1
�
.
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Veámos que Z satisface la condición que se pide en la de�nición general de la esperanza
condicional.

La �-álgebra generada por X está formada por todos los conjuntos de la forma X�1 (B),
donde B es un boreliano de R.

Así que lo que tenemos que demostrar es que, para cualquier conjunto B 2 B (R), se cumple
la siguiente relación:

E
�
IX�1(B)Z

�
= E

�
IX�1(B)Y

�
E
�
IX�1(B)Z

�
= E

�
IB (X)

�
X + 1

�

��
=
R1
0
IB (x)

�
x+ 1

�

�
�e��xdx

=
R1
0
�xIB (x) e

��xdx+
R1
0
IB (x) e

��xdx

E
�
IX�1(B)Y

�
= E [IB (X)Y ] =

R1
0

R1
x
yIB (x)�

2e��ydydx

=
R1
0
�IB (x)

R1
x
y�e��ydydx

Considerando el cambio de variable z = y � x, obtenemos:

E [IB (X)Y ] =
R1
0
�IB (x)

R1
0
(z + x)�e��ze��xdzdx

=
R1
0
�IB (x) e

��x R1
0
z�e��zdzdx+

R1
0
�xIB (x) e

��x R1
0
�e��zdzdx

=
R1
0
IB (x) e

��xdx+
R1
0
�xIB (x) e

��xdx

Ahora encontremos E [X j Y ].

Se tiene:

fY (y) =
R1
�1 fX;Y (x; y) dx =

8><>:
R y
0
�2e��ydx si y > 0

0 en otro caso.

=

8><>: �2ye��y si y > 0

0 en otro caso.

Así que:

fXjY (x j y) = fX;Y (x;y)

fY (y)
=

8><>:
�2e��y

�2ye��y
si 0 < x < y

0 en otro caso

=

8><>:
1
y
si 0 < x < y

0 en otro caso
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Por lo tanto:

E [X j Y = y] =

8><>:
1
y

R y
0
xdx si y > 0

0 en otro caso

=

8><>:
1
2
y si y > 0

0 en otro caso

Así que, W = E [X j Y ] = 1
2
Y .

Veámos que W satisface la condición que se pide en la de�nición general de la esperanza
condicional.

Así que lo que tenemos que demostrar es que, para cualquier conjunto B 2 B (R), se cumple
la siguiente relación:

E
�
IY �1(B)W

�
= E

�
IY �1(B)X

�
E
�
IY �1(B)W

�
= E [IB (Y )W ] = E

�
IB (Y )

1
2
Y
�
= 1

2

R1
0
yIB (y)�

2ye��ydy

= 1
2

R1
0
�2y2IB (y) e

��ydy

E
�
IY �1(B)X

�
= E [IB (Y )X] =

R1
0

R y
0
xIB (y)�

2e��ydxdy

=
R1
0
�2e��yIB (y)

R y
0
xdxdy =

R1
0
�2e��yIB (y)

1
2
y2dy

= 1
2

R1
0
�2y2IB (y) e

��ydy
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Propiedades de la esperanza condicional

La siguiente proposición muestra que la esperanza condicional tiene propiedades similares
a las de la esperanza no condicional. Se muestra también que tiene las propiedades que
podrían esperarse con una buena de�nición, por corresponder a la idea intuitiva del concepto.
Finalmente, se muestran otras propiedades especí�cas de la esperanza condicional, las cuales
no resultan evidentes a partir de la idea intuitiva.

Proposición 2. Sean X y Y dos variables aleatorias de esperanza �nita, G y H dos sub�-
álgebras de F y c una constante. Se tienen entonces las siguientes propiedades:

i: E [c j G] = c.

ii: E [cX j G] = cE [X j G].

iii: E [X + Y j G] = E [X j G] + E [Y j G].

iv: Si X es G-medible, entonces E [X j G] = X.

v: E [E [X j G]] = E [X].

vi: Si G � H, entonces E [E [X j H] j G] = E [X j G].

vii: Si X es independiente de G, entonces E [X j G] = E [X].

viii: Si X � Y , entonces E [X j G] � E [Y j G].

ix: jE [X j G]j � E [jXj j G].

Demostración

i y ii son inmediatas de la de�nición de esperanza condicional.

Para probar iii, de�namos:

Z = E [X + Y j G]

Z1 = E [X j G]

Z2 = E [Y j G]

Sea B cualquier conjunto en G; entonces:R
B
(Z1 + Z2) dP =

R
B
Z1dP +

R
B
Z2dP =

R
B
XdP +

R
B
Y dP =

R
B
(X + Y ) dP

Así que Z1 + Z2 es una versión de la esperanza condicional E [X + Y j G].
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Por lo tanto:

Z = Z1 + Z2 con probabilidad 1.

iv: X es G-medible y, para cualquier conjunto B 2 G, se tiene:R
B
XdP =

R
B
XdP

Por lo tanto:

E [X j G] = X

v: Sabemos que
R
B
E [X j G] dP =

R
B
XdP para cualquier conjunto B 2 G, así que, en

particular, se tiene:

E [E [X j G]] =
R


E [X j G] dP =

R


XdP = E [X]

Para probar vi, sean Z una versión de la esperanza condicional de X con respecto a H, Y
una versión de la esperanza condicional de Z con respecto a G y B 2 G. Entonces:R

B
Y dP =

R
B
ZdP =

R
B
XdP

Así que Y es una versión de la esperanza condicional de X con respecto a G.

Para probar vii, sea B 2 G. Se tiene entonces:R
B
E [X] dP = E [X]E [IB] = E [XIB] =

R
B
XdP

Así que E [X] es una versión de la esperanza condicional de X con respecto a G.

Para demostrar viii, sea U una versión de la esperanza condicional de X con respecto a G
y V una versión de la esperanza condicional de Y con respecto a G, entonces, si B 2 G, se
tiene: R

B
UdP =

R
B
XdP �

R
B
Y dP =

R
B
V dP

Como U y V son G-medibles, se tiene U � V c.s.

Para demostar ix, se tiene jXj � X y jXj � �X, así que E [jXj j G] � E [X j G] y
E [jXj j G] � �E [X j G]; por lo tanto, E [jXj j G] � jE [X j G]j
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Las siguientes proposiciones generalizan la propiedad básica de la esperanza condicional.

Proposición 3. Sea X es una variable aleatoria de esperanza �nita, G una sub�-álgebra de
F y Z una versión de la esperanza condicional de X con respecto a G, entonces E [WZ] =
E [WX] para cualquier variable aleatoria acotada W G-medible.

Demostración

Si ' =
Pn

k=1 xkIBk es una variable aleatoria simple G-medible, se tiene:

E ['Z] = E [
Pn

k=1 xkIBkZ] =
Pn

k=1 xkE [IBkZ]

=
Pn

k=1 xkE [IBkX] = E [
Pn

k=1 xkIBkX] = E ['X]

SiW es una variable aleatoria acotada G-medible, existe una sucesión de variables aleatorias
simples f'ngn2N tal que f'n (!)gn2N converge a W (!) para cualquier ! 2 
 y j'nj � jW j
para cualquier n 2 N. Así que, por el teorema de la convergencia dominada, se tiene:

E [WZ] = E [l��mn 1 'nZ] = l��mn 1E ['nZ] = l��mn!1E ['nX]

= E [l��mn 1 'nX] = E [WX]
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Proposición 4. Sea G una sub�-álgebra de F , X una variable aleatoria de esperanza �nita
y Y una variable aleatoria G-medible tal que Y X tiene esperanza �nita, entonces Y E [X j G]
tiene esperanza �nita y E [Y X j G] = Y E [X j G].

Demostración

Supongamos primero que X y Y son no negativas y sea Z una versión de la esperanza
condicional de X con respecto a G. Se tiene entonces E [WZ j G] = E [WX] para cualquier
variable aleatoria acotadaW G-medible. En particular, siB 2 G yW es una variable aleatoria
simple G-medible, se tiene R

B
WZdP =

R
B
WXdP

Por otra parte, Y es el límite de una sucesión creciente, fWng, de variables aleatorias simples
G-medibles, así que, para cada n 2 N y B 2 G, se tieneR

B
WnZdP =

R
B
WnXdP

Tomando límites cuando n tiende a in�nito se obtieneR
B
Y ZdP =

R
B
Y XdP

lo cual implica que Y Z tiene esperanza �nita y es una versión de la esperanza condicional
de Y X con respecto a G.

Para el resultado general, se puede escribir

Y X = (Y + � Y �)(X+ �X�) = Y +X+ + Y �X� � Y +X� � Y �X+

Además, (Y X)+ = Y +X+ + Y �X� y (Y X)� = Y +X� + Y �X+, así que, como X y Y X
tienen esperanza �nita, X+, X�, Y +X+, Y �X�, Y +X� y Y �X+ también tienen esperanza
�nita, por lo tanto se puede aplicar, en cada caso, la primera parte de la demostración.
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Proposición 5. Sea G una sub �-álgebra de F y X una variable aleatoria de varianza �nita,
entonces Z = E [X j G] también tiene varianza �nita.

Demostración

De�namos, para cada n 2 N, Wn = I[�n;n](Z). Entonces Wn, WnZ y WnZ
2 son variables

aleatorias acotadas G-medibles; así que Wn (X � Z)2 = WnX
2 � 2WnXZ + WnZ

2 tiene
esperanza �nita.

Además:

E
�
Wn (X � Z)2 j G

�
= E [WnX

2 � 2WnXZ +WnZ
2 j G] =WnE [X

2 j G]�WnZ
2

Así que:

WnZ
2 � WnE [X

2 j G]

Tomando límites cuando n 1, se obtiene Z2 � E [X2 j G].

Finalmente, tomando esperanzas en ambos miembros de la última desigualdad, se concluye
que E [Z2] � E [X2] <1.
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Proposición 6 (Teorema de la convergencia monótona). Sea G una sub �-álgebra de
F y fXngn2N una sucesión monótona creciente de variables aleatorias de esperanza �nita
tales que X = l��mn 1Xn tiene esperanza �nita. Entonces:

l��mn!1E [Xn j G] = E [X j G]
Demostración

Sea Z una versión de la esperanza condicional de X con respecto a G y, para cada n 2 N,
Zn una versión de la esperanza condicional de Xn con respecto a G. Siendo la sucesión
fZngn2N monónotona creciente, el límite Z� = l��mn 1 Zn existe. Además, como Zn � Z
para cualquier n 2 N , entonces Z� � Z.

Ahora bien, las sucesiones fZ � Zngn2N y fX �Xngn2N son no negativas, monótonas de-
crecientes y están acotadas por Z � Z1 y X � X1, respectivamente, de manera que, por el
teorema de la convergencia dominada, se tiene:

l��mn!1E(Z � Zn) = E(Z � Z�)

l��mn!1E(X �Xn) = 0

Pero, como Z � Zn es una versión de la esperanza condicional de X �Xn con respecto a G,
se tiene E(Z � Zn) = E(X �Xn). Así que E(Z � Z�) = 0. Por lo tanto Z� = Z c.s.

Corolario 2. Sea G una sub �-álgebra de F y fXngn2N una sucesión monótona decreciente
de variables aleatorias de esperanza �nita tales que X = l��mn!1Xn tiene esperanza �nita.
Entonces:

l��mn!1E [Xn j G] = E [X j G]
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Proposición 7 (Lema de Fatou). Sea G una sub �-álgebra de F y fXngn2N una sucesión de
variables aleatorias no negativas de esperanza �nita tales que l��m��nfn 1Xn tiene esperanza
�nita. Entonces:

E [l��m��nfn !1Xn j G] � l��m��nfn !1E [Xn j G]
Demostración

La sucesión Yn = ��nf fXj : j � ng es monótona creciente y l��m��nfn 1Xn = l��mn!1 Yn, así
que, por la proposición 6, E [l��m��nfn 1Xn j G] = l��mn!1E [Yn j G].

Por otra parte, Yn � Xj para cualquier j � n, así que E [Yn j G] � ��nf fE [Xj j G] : j � ng.
Por lo tanto,

E [l��m��nfn 1Xn j G] = l��mn 1E [Yn j G]

� l��mn 1��nf fE [Xj j G] : j � ng = l��m��nfn 1E [Xn j G].
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Proposición 8. Sea G una sub �-álgebra de F , Y una variable aleatoria no negativa de espe-
ranza �nita y fXngn2N una sucesión de variables aleatorias tales que jXnj � Y y l��mn 1Xn

existe c.s.. Entonces l��mn 1E [jXn �Xj j G] = 0, donde X = l��mn!1Xn.

Demostración

Para cada n 2 N sea Zn = 2Y � jXn �Xj, entonces, por la proposición 7, se tiene:

2E [Y j G] = E [l��mn!1 Zn j G]

� l��m��nfn 1E [Zn j G] = 2E [Y j G]� l��m supn 1E [jXn �Xj j G].

Así que,

l��m supn 1E [jXn �Xj j G] = 0

Corolario 3 (Teorema de la convergencia dominada). Sea G una sub �-álgebra de F ,
Y una variable aleatoria no negativa de esperanza �nita y fXngn2N una sucesión de varia-
bles aleatorias tales que jXnj � Y y l��mn!1Xn existe c.s.. Entonces E [l��mn!1Xn j G] =
l��mn!1E [Xn j G].
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Proposición 9. Sea fXngn2N una sucesión de variables aleatorias la cual converge a X
en Lp, con p 2 [1;1), y G una sub�-álgebra de F . Entonces la sucesión fE [Xn j G]gn2N
converge a E [X j G] en Lp .

Demostración

Por la desigualdad de Jensen, se tiene:

jE [Xn j G]� E [X j G]jp = jE [Xn �X j G]jp � E [jXn �Xjp j G]

Así que:

E (jE [Xn j G]� E [X j G]jp) � E (E [jXn �Xjp j G]) = E [jXn �Xjp]

Por lo tanto:

l��mn 1E (jE [Xn j G]� E [X j G]jp) = l��mn 1E [jXn �Xjp] = 0
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Esperanzas condicionales como proyecciones

Las propiedades ii, iii, vii y viii de la proposición 2 muestran que la esperanza condicional se
comporta como una proyección. En esta sección se mostrará que, efectivamente, limitándonos
al caso de variables aleatorias en L2(
;F ; P ), la esperanza condicional puede verse como una
proyección en el sentido riguroso del término.

Lema 1. Sea G una sub�-álgebra de F , X una variable aleatoria en L2(
;F ; P ) y Z =
E [X j G]. Entonces Z pertenece a L2(
;G; P ) y E

�
(X � Z)2

�
= E [X2 � Z2].

Demostración

Que Z pertenece a L2(
;G; P ) es una consecuencia directa de la proposición 5. Por otra
parte,

E
�
(X � Z)2 j G

�
= E [X2 � 2XZ + Z2 j G]

= E [X2 j G]� 2ZE [X j G] + Z2

= E [X2 j G]� 2Z2 + Z2 = E [X2 � Z2 j G].

Así que, tomando esperanzas,

E
�
(X � Z)2

�
= E [X2 � Z2]

Proposición 10. Sea G una sub�-álgebra de F , X una variable aleatoria en L2(
;F ; P ) y
Z = E [X j G]. Entonces E

�
(X � Z)2

�
� E

�
(X � Y )2

�
para cualquier variable aleatoria Y

en L2(
;G; P ).

Demostración

Por el lema 1, se tiene

E
�
(X � Z)2

�
= E [X2]� E [Z2]

Por otra parte,

E
�
(X � Y )2 j G

�
= E [X2 � 2XY + Y 2 j G]

= E [X2 j G]� 2Y E [X j G] + Y 2 = E [X2 j G]� 2Y Z + Y 2.

Así que,

E
�
(X � Y )2

�
= E [X2]� 2E [Y Z] + E [Y 2]
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De manera que,

E
�
(X � Y )2

�
� E

�
(X � Z)2

�
= E [Y 2]� 2E [Y Z] + E [Z2]

= E [Y 2 � 2Y Z + Z2] = E
�
(Y � Z)2

�
� 0.

Obsérvese que la proposición 10 muestra que E [X j G] es un buen estimador de X en el
sentido de que, entre todas las variables aleatorias Y en L2(
;G; P ), E [X j G] minimiza el
valor de E

�
(X � Y )2

�
. Por tal motivo se puede decir que E [X j G] es el mejor estimador

G-medible de X en el sentido de la media cuadrática.

Proposición 11. Sea G una sub�-álgebra de F , X una variable aleatoria en L2(
;F ; P ) y
Z = E [X j G]. Entonces E [Y (X � Z)] = 0 para cualquier variable aleatoria Y en L2(
;G; P ).

Demostración

Para cualquier t 2 R, la variable aleatoria Z + tY pertenece a L2(
;F ; P ), así que, por la
proposición 10, E

�
(X � Z)2

�
� E

�
(X � Z � tY )2

�
, de lo cual se sigue 2tE [Y (X � Z)] �

t2E [Y 2].

Por otro lado, si E [Y (X � Z)] 6= 0, se puede elegir t, su�cientemente pequeño en valor
absoluto, de tal manera que 2tE [Y (X � Z)] > t2E [Y 2], lo cual es una contradicción.

Los resultados anteriores nos dan la base para hacer ver que la esperanza condicional es una
proyección en un sentido riguroso. En efecto, si G es una sub�-álgebra de F , los espacios
vectoriales H = L2(
;F ; P ) y S = L2(
;G; P ) son espacios de Hilbert con producto interior
de�nido por hX; Y i = E [XY ], de manera que si S? es el complemento ortogonal de S en
H, se tiene H = S � S?, donde � representa la suma directa de subespacios. Esto signi�ca
que cada elemento X 2 H admite una única representación de la forma X = Z + Y , donde
Z 2 S y Y 2 S?. Como es sabido, Y y Z son llamados las proyecciones ortogonales de X
sobre los subespacios S? y S, respectivamente. Ahora bien, si X 2 H, entonces el lema 1
asegura que E [X j G] 2 S y la proposición 11 a�rma que X � E [X j G] 2 S?, de manera
que, como X = E [X j G]+ (X � E [X j G]), E [X j G] es la proyección ortogonal de X sobre
S.


